METODOS DE SIMULACION Y
MODELADO

Solucién al examen de Febrero 2026

Pregunta 1 (2 puntos)

l.a (1 punto) Explique cémo se define el indice de un sistema de ecuaciones
algebraico diferenciales (DAE).

1.b (1 punto) Ponga un ejemplo de un sistema DAE de indice 2, demostrando que

el sistema tiene indice 2.

Solucién a la Pregunta 1

Véanse las paginas 318 a 320 del texto base.



METODOS DE SIMULACION Y MODELADO

Pregunta 2 (2 puntos)

A continuacién se muestra un modelo matematico, donde la variable ¢ representa el
tiempo.

dxq dxs

- - .—= =)
a P a 2
d.ﬁ[g
121+ T2 X3 2
dx
To = bl T — d_tl
T3 — T4 — X1
a; = 7.65 - 10_3 a9 = % cay
bl = 407 . 10_2 b2 = b1 -t

2.a (1 punto) Clasifique las variables del modelo en pardmetros, variables de estado
y variables algebraicas. A continuacion, realice la asignacion de la causalidad

computacional. Explique detalladamente el procedimiento seguido para ello.

2.b (1 punto) Escriba el diagrama de flujo del algoritmo para la simulacién de este
modelo. Emplee el método de integracién de Euler explicito. Asigne el valor
inicial que desee a las variables de estado. La condicién de finalizacién de la
simulacion es que el tiempo simulado alcance el valor 10 s.
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SOLUCION AL EXAMEN DE FEBRERO 2026

Solucién a la Pregunta 2

Las variables del modelo pueden clasificarse de la forma siguiente:

— Parametros y constantes: aq, as, by
— Variables de estado: T1, To
— Variables algebraicas: by, 3, X4

Para asignar la causalidad computacional al modelo, se sustituyen las derivadas de
las variables de estado por variables mudas:

day dxa
g — derzl, 7. — derx2

Omitiendo las ecuaciones en las que se asigna valor a los parametros y las constantes,

se obtiene el modelo siguiente:

derzl —ay - derz2 = by (1.1)
bi -x1+ 29 13 = by-deraz2 (1.2)

T9 = by -2y —derxl (1.3)

T3 = Ty— a1 (1.4)

by = by-t (1.5)

Las variables del modelo pueden clasificarse en conocidas (el tiempo, los pardmetros,
las constantes y las variables de estado) y desconocidas (las variables algebraicas y
las derivadas de las variables de estado):
— Conocidas: t
ar, az, by
Ty, T2
— Desconocidas:  x3, 24, bo

derzl, derx?2

Con el fin de analizar si el modelo es estructuralmente singular, se comprueba que:

1. El nimero de ecuaciones y de variables desconocidas (incégnitas) es el mismo.

Este modelo tiene 5 ecuaciones y 5 incognitas: xs3, x4, be, derxl, derx2.

2. Cada incégnita puede emparejarse con una ecuacién en que aparezca y con la

cual no se haya emparejado ya otra incognita.

Dpto. de Informatica y Automatica, UNED 3



METODOS DE SIMULACION Y MODELADO

derz2 — derxl —ay - derx2 = by Ec. (1.1)
T3 —  by-x 2923 =0by-derz2 Ec. (1.2)
derxl — a9 =0b; 21— derxl Ec. (1.3)
Ty — X3 =T4— T Ec. (1.4)
by — by=10by -t Ec. (1.5)

Finalmente, las ecuaciones del modelo, con la asignacion de la causalidad compu-

tacional senalada, son las siguientes:

derzl — ay - [derz2] = by
by -x1 + g [x3] = by dera2
To = by-x — [derzl]
T3 = [14] =11
[be] = by-t

El modelo ordenado y resuelto es el siguiente (existen otras posibles ordenaciones

de las ecuaciones que son igualmente vélidas):

T1, Lo Variables de estado
[bg] - bl . t
[derzl] = by a1 — 29
derzl — b
[derz2] = e —
a2
by - derx2 — by - 24
[z3] =
o)
[134] = I3 -+ Al

En la figura siguiente se muestra el diagrama de flujo para la simulacion del modelo,
empleando el método de integracién de Euler explicito y considerando como condi-
cion de finalizacion que el tiempo simulado alcance el valor 10 s. Se han asignado

valores arbitrarios a los valores iniciales de las variables de estado.
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Asignar valor al incremento

en el tiempo

Inicializar la variable tiempo

SOLUCION AL EXAMEN DE FEBRERO 2026

At =0.01

(At)

t=0
|

Asignar valor a

ay

=7.65-103, a,=2/3-a,, b,=4.07-1072

los parametros

!

Asignar valor inicial a
la variable de estado

x,(0)=10, x,(0)=1

Calcular el valor, en
el instante t, de las
variables algebraicas
y de las derivadas

b,(t) = byt

derx1(t) = by-x4(t) = x5(t)

derx2(t) = (derx1(t) — by(t) )/ a,

X3(t) = (ba(t)-derx2(t) — by-x4(t) ) / X,(t)
X4(t) = Xa(t) + x4(t)

t=t+At | Incrementar la

Calcular el valor, en
mstante t+At, de la
variable de estado

variable tiempo 0 si @

nol

X4 (t+At) = x4(t) + derx1(t)-At
Xo(t+At) = x,(t) + derx2(t)-At
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METODOS DE SIMULACION Y MODELADO

Pregunta 3 (4 puntos)

A continuacion se muestra un modelo descrito en lenguaje Modelica y preguntas
acerca de él.

model Preguntal
parameter Real pl(start=0, fixed=false);
parameter Real p2 = 11.2;
Real x1 (start=-1, fixed=true);
Real x2 (start=3, fixed=false);
Real vyl (start=20, fixed=true);
Real y2 (start=1.2, fixed=true);
Integer nl;
Integer n2(start=-10, fixed=true);
Boolean b (start=true, fixed=true);

equation

y2 = pl+x2;

if initial () then
der (x1) = pl;

else
der (x1) = —-xl«time + pl;

end if;

der (x2) = p2+xyl + y2;

when { x2 > 10, initial() } then
nl = pre(nl) + pre(n2) + 1;
vl = v2;

b = pre(b) and not x2 > 10;
end when;
when yl1 > y2 then
n2 = pre(n2) - 1;
end when;
initial equation
der (x1) - 10%p2 = 0;
pre(nl) = 4;
end Pregunta3;
3.a (1 punto) Clasifique las variables del modelo en variables de tiempo continuo
y variables de tiempo discreto. Clasifique las variables de tiempo continuo en
variables de estado y variables algebraicas. Explique cémo ha realizado las

clasificaciones.

3.b (2 puntos) Escriba todas las variables a calcular en el problema de inicializacién
y el conjunto completo de ecuaciones del problema de inicializacién. Indique
si el numero de variables y ecuaciones coincide. En caso afirmativo, ordene
y resuelva las ecuaciones a fin de calcular el valor de todas las variables del

problema de inicializacion.

3.c (1 punto) Escriba la condicién de disparo de cada una de las cldusulas when,
indicando en cada caso cémo el algoritmo de la simulacién de los entornos de

modelado de Modelica detecta esos eventos durante la simulacién.
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SOLUCION AL EXAMEN DE FEBRERO 2026

Solucién a la Pregunta 3

Apartado 3.a
P1 Y P2 son parametros del modelo.

Las variables nq, ny, b son de tiempo discreto, ya que las dos primeras son de tipo
entero y la tercera Booleana.

La variable y; es de tiempo discreto, ya que se calcula dentro de una clausula when.
Se trata de una variable de tipo real.

Las variables reales x1, xs, o son variables de tiempo continuo, ya que se calculan
de las ecuaciones de tiempo continuo del modelo. El problema de tiempo continuo

esta descrito mediante las tres ecuaciones siguientes:

Yo = Pt (1.6)
dx
d_tl = —x1-t+p (1.7)
dl’g
hasad'] ) 1.
7 P2 Y1+ (1.8)

El problema de tiempo continuo es no singular. Tiene 3 ecuaciones y 3 incégnitas
(y2, derxy, derxzy). Las dos variables que aparecen derivadas se seleccionan como
variables de estado, siendo la siguiente una posible ordenacion del modelo resuelto:

x1, T2 Variables de estado (1.9)
[ya] = p1 + T2 (1.10)
[derzi] = —a1 -t +p (1.11)
[derzs) = po - y1 + yo (1.12)

Apartado 3.b

Las variables del problema de inicializacién pueden clasificarse de la forma siguiente:

Parametros: pl, p2
Variables de tiempo continuo: x1, x2, derx1, derx2, y2
Variables de tiempo discreto: vy1, nl, n2, b,
pre(yl), pre(nl), pre(n2), pre (b)
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La relacién entre el codigo Modelica y las ecuaciones del problema de inicializacion
es la siguiente:

model Pregunta3
parameter Real pl (start=0, fixed=false); //

parameter Real p2 = 11.2; // p2 = 11.2
Real x1 (start=-1, fixed=true); // x1 = -1
Real x2 (start=3, fixed=false); //
Real vyl (start=20, fixed=true); // pre(yl) = 20
Real y2 (start=1.2, fixed=true); // y2 = 1.2
Integer nl;
Integer n2(start=-10, fixed=true); // pre(n2) = -10
Boolean b (start=true, fixed=true); // pre(b) = true
equation
y2 = pl+x2; // y2 = pl+x2
if initial () then
der (x1) = pl; // der(x1l) = pl
else
der (x1l) = —-x1lxtime + pl;
end if;
der (x2) = p2*yl + y2; // der(x2) = p2*xyl+y2
when {x2>10, initial()} then
nl = pre(nl) + pre(n2) + 1; // nl = pre(nl)+pre(n2)+1
vyl = vy2; /)yl = y2
b = pre(b) and not x2 > 10; // b = pre(b) and not x2 > 10

end when;

when yl1 > y2 then

n2 = pre (n2) 1; // n2 = pre(n2)
end when;
initial equation
der (x1) - 10%p2 = 0; // der(x1l) - 10*p2 = 0
pre(nl) = 4; // pre(nl) = 4

end Pregunta3;
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SOLUCION AL EXAMEN DE FEBRERO 2026

Recopilando las ecuaciones anteriores, asignando la causalidad computacional y
manipulando las ecuaciones, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones ordenado
y resuelto del problema de inicializacién, (existen otras posibles ordenaciones de las

ecuaciones que son igualmente vélidas):

p2 = 11.2

x1l = -1

pre(yl) = 20

y2 = 1.2

pre (n2) = -10

pre(b) = true

pre(nl) = 4

der (x1) - 10xp2 = 0 -> der(x1l) = 10xp2 = 112

der (x1) = pl -> pl = der(xl) = 112

y2 = pl+x2 -> x2 = y2-pl = 1.2-112 = -110.8
yl = y2 -> vyl = 1.2

nl = pre(nl)+pre(n2)+1 -> nl = 4-10+1 = -5

der (x2) = p2xyl+y?2 -> der(x2) = 11.2%x1.2+1.2 = 14.64
b = pre(b) and not x2 > 10 -> b = true and not -110.8>10 = true
n2 = pre(n2) -> n2 = -10

Apartado 3.c

Véanse las Secciones 4.3 y 4.6 del texto base.
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Pregunta 4 (2 puntos)

Escriba un script en FlexPDE para obtener el mapa de contorno de distribucién de
temperatura y los vectores correspondientes al flujo de calor del sistema descrito a
continuacion. Se trata de un problema de dos dimensiones cuya geometria se muestra
en la siguiente figura.

El sistema esta formado por un circulo de un material de conductividad x; =
1 W/(K-m) que tiene en su interior un tridngulo de un material aislante de conduc-
tividad kg = 0.01 W/(K-m). El circulo tiene de radio 0.4 m y su contorno exterior
se mantiene a 300 K. El triangulo interior es equilatero, tiene de lado 0.2 m y su
contorno exterior se mantiene a 230 K. La posicion del tridngulo en el interior del

circulo se muestra en la figura.
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Solucién a la Pregunta 4

SOLUCION AL EXAMEN DE FEBRERO 2026

El script se muestra en el Codigo 1 y en las figuras siguientes se muestra el resultado

de la simulacién.

TITLE
'ProblemaCalor’
SELECT

errlim=le-3 spectral_colors

5 VARIABLES

temp

7 DEFINITIONS

r2=0.4 k=1
EQUATIONS

div (-k* grad( temp))=0
BOUNDARIES
region 'mediol'

start 'exterior' (0,-r2) value (temp)=300 { Exterior}

arc( center=0,0) angle=360
region 'medio2'
k = 0.01

start 'triangulo' (0,0) value (temp)= 230 1line to (-0.2,0) !Lado 1

value (temp) = 230 LINE to (-0.1,0.17)
value (temp) = 230 LINE to close

PLOTS

!'Lado 2

!'Lado 3

contour (temp) vector ( —-kxgrad(temp))

END

Cédigo 1: Modelo descrito en FlexPDE.
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ProblemaCalor 10:52:34 11/23/25
I I I I I I I 1 L FlexPDE Lite 6.51/W64
0.4 - -k*grad(temp)
max 1.08
1.10
1.05
0.37 r 1.00
0.95
0.90
085
0.2 r 0.80
075
0.70
0.65
0.1 - 0.60
0.55
0.50
0.45
0.40
> 07 N 0.35
— 0.30
— 025
0.20
01 - E 015
0.10
0.05
0.00
-0.2 - min 0.00
Scale=E3
-0.34 F
-0.44 o
T T T T T T T T T
04 0.3 02 01 0. 0.1 02 03 04
X
calor1: Grid#3 P2 Nodes=813 Cells=390 RMS Err= 0.0029
ProblemaCalor 10:52:34 11/23/25
L L L L L L L I I FlexPDE Lite 6.51/W64
0.4 - temp
max
X
W
0.34 o v
u:
t:
5°
0.2 r r:
q:
p
0
0.1 F n
m
|
k
> 0.4 -
-0.14 r e 243
d: 240.
c: 237.
b: 234.
0.2 L a. 231.
min 230.
-0.34 F
0.4+ F

-04 -0.3 -0.2 -0.1 0. 0.1 0.2 03 04

calor1: Grid#3 P2 Nodes=813 Cells=390 RMS Err= 0.0029
Integral= 140.4531
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